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第1章 形式的べき級数環
この章では，本稿で用いる形式的べき級数の諸性質をまとめ，形式的べき級数の
陰関数定理 (命題 1.5.1)を示します．
1.1 形式的べき級数
Rを可換環とする．xを変数とし，R係数の形式的べき級数X
n≥0
anx
n = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · (an ∈ R)
の全体をR[[x]]とおく．2つの形式的べき級数が等しいとは，xに関するすべての
係数が一致することである．
例 1.1.1. Q ⊂ R，αをRの元とする．形式的べき級数の例を挙げる．
ex :=
X
n≥0
1
n!
xn = 1 + x+
1
2
x2 +
1
6
x3 + · · ·，
log(1 + x) :=
X
n≥1
(−1)n+1
n
xn = x− 1
2
x2 +
1
3
x3 − · · ·，
(1 + x)α :=
X
n≥0
µ
α
n
¶
xn = 1 + αx+
α(α− 1)
2
x2 +
α(α− 1)(α− 2)
6
x3 + · · ·，
ただし，
µ
α
n
¶
:=
n−1Y
i=0
α− i
n− i，
µ
α
n
¶
:= 1 と定める．
右辺は，左辺の関数を原点のまわりでTaylor展開して得られるべき級数を，収束
を無視して形式的べき級数と考えたものである．
定義 1.1.2. R[[x]]の 2元
P
n≥0 anx
n，
P
n≥0 bnx
n に対し，X
n≥0
anx
n +
X
n≥0
bnx
n :=
X
n≥0
(an + bn)x
n，
¡X
n≥0
anx
n
¢¡X
n≥0
bnx
n
¢
:=
X
n≥0
cnx
n， ただし，cn :=
nX
k=0
akbn−k，
5
により加法，乗法を定義する．このとき，R[[x]]は環になる．単位元は 1，零元は
0である．環R[[x]]をR上 1変数形式的べき級数環という．
命題 1.1.3. (i) R[[x]]の単数群は，R[[x]]∗ = {ϕ(x) ∈ R[[x]] | ϕ(0) ∈ R∗} で
ある．
(ii) Rが整域ならば，R[[x]]も整域である．
[証明] (i)
P
n≥0 anx
nをR[[x]]の元とする．
P
n≥0 anx
nが単数であること，すなわち，¡X
n≥0
anx
n
¢¡X
n≥0
bnx
n
¢
= 1
を満たすR[[x]]の元
P
n≥0 bnx
n が存在することは，
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
a0b0 = 1
a0b1 + a1b0 = 0
a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0
. . .
(1.1)
を満たすRの元 b0，b1，b2，. . . が存在することと同値である．P
n≥0 anx
nが単数ならば，(1.1)より a0b0 = 1を得るので，a0はRの単数である．
逆に，a0はRの単数であるとき，b0 = a
−1
0 ，bn := −a−10
Pn
k=1 akbn−k (n ≥ 1)が (1.1)
を満たす．
(ii) (i)と同様にして示せる．
定義 1.1.4. R[x]の 2元 ϕ(x)，ψ(x)が，
ϕ(x) ≡ ψ(x) mod deg d
とは，ϕ(x)−ψ(x)が d− 1次1以下の項を含まないことをいう．IをRのイデアル
とするとき，
ϕ(x) ≡ ψ(x) mod I
とは，ϕ(x)− ψ(x)のすべての係数が Iに属することをいう．さらに，
ϕ(x) ≡ ψ(x) mod deg d, mod I
とは，ϕ(x)− ψ(x)の d− 1次以下の項の係数が Iに属することをいう．
mod deg dや，mod I，そして，mod deg d, mod Iは，R[[x]]の同値関係となる．
1多変数形式的べき級数環の場合は total degreeについて，mod deg dを定義する
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ϕ(x) =
P
n≥0 anx
n を R[[x]]の元とし，αを Rのべき零元とする．このとき，
αm = 0を満たす自然数mが存在し，
X
n≥0
anαn =
m−1X
n=0
anαn ∈ R
が成り立つ．この値を ϕ(α)で表す．
R[[x]]0 := {ϕ(x) ∈ R[[x]] | ϕ(x) ≡ 0 mod deg 1}
とおく．ϕ(x) ≡ 0 mod deg 1は，ϕ(0) = 0と同値である．
1.2 合成
定義 1.2.1. ψ(x) =
P
n≥0 anx
nを R[[x]]の元，ϕ(x) =
P
n≥1 bnx
nを R[[x]]0の
元とする．合成 ψ(ϕ(x))，または，(ψ ◦ ϕ)(x)を，
ψ(ϕ(x)) :=
X
n≥0
an{ϕ(x)}n
= a0 + a1b1x+ (a1b2 + a2b
2
1)x
2 + (a1b3 + 2a2b1b2 + a3b
3
1)x
3 + · · ·
と定義する．ϕ(x)の定数項は 0だから，ψ(ϕ(x))はwell-definedである．
定義 1.2.2. ϕ(x)をR[[x]]0の元とする．
ϕ(ψ(x)) = ψ(ϕ(x)) = x
を満たすR[[x]]0の元 ψ(x)が存在するとき，ϕ(x)は可逆であるという．この ψ(x)
を ϕ−1(x)と書く．
問題 1.2.3. 以下を示せ．
(i) R[[x]]の任意の元 f(x)，R[[x]]0の任意の元 ϕ(x)，ψ(x) に対し，
((f ◦ ϕ) ◦ ψ)(x) = (f ◦ (ϕ ◦ ψ))(x) が成り立つ．
(ii) (ϕ◦ψ)(x) = xを満たすR[[x]]0の元ψ(x)が存在することと，(ψ ◦ϕ)(x) = x
を満たすR[[x]]0の元 ψ(x)が存在することは同値である．
(iii) ϕ−1(x)は存在すれば一意的である．
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1.3 (項別)微分・(項別)積分
定義 1.3.1. f(x) =
P
n≥0 anx
nをR[[x]]の元とする．f(x)の xに関する (項別)
微分を
f 0(x) :=
X
n≥1
nanx
n−1
により定義する．xを明記する必要があるときには，f 0(x)を df/dxや，fx(x)等の
記号で表すことにする．また，Q ⊂ Rのときには，f(x)の xに関する (項別)積
分を Z
f(x)dx :=
X
n≥0
an
n+ 1
xn+1
により定義する．
命題 1.3.2. f(x)，g(x)をR[[x]]の元とする．ϕ(x)をR[[x]]0の元とする．この
とき，次が成立する．
(i) (f(x)g(x))0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)．
(ii) (f ◦ ϕ)0(x) = (f 0 ◦ ϕ)(x)ϕ0(x)．
[証明] (i) f(x) =
P
n≥0 anx
n，g(x) =
P
n≥0 bnx
nとおく．
¡
f(x)g(x)
¢0
=
¡X
n≥0
¡ nX
k=0
akbn−k
¢
xn
¢0
=
X
n≥1
¡ nX
k=0
nakbn−k
¢
xn−1
=
X
n≥1
¡ nX
k=0
kakbn−k + (n− k)akbn−k
¢
xn−1
= f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)．
(ii) (i)より ¡
ϕ(x)n
¢0
= (n− 1)ϕ(x)n−1ϕ0(x)
が成り立つ．fn(x)で f(x)の n次以下の項のなす多項式を表す．このとき，任意の nに対
し，次式が成り立つ．
(f ◦ ϕ)0(x) ≡ (fn(x) ◦ ϕ(x))0
≡ (f 0n ◦ ϕ)(x)ϕ0(x) (∵ fn(x)は多項式)
≡ (f 0 ◦ ϕ)(x)ϕ0(x) mod deg n．
よって，(ii)が従う．
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命題 1.3.3. Q ⊂ Rとする．このとき，ex+y = exeyが成立する．
[証明] 形式的べき級数 cexは，
f 0(x) = f(x)， f(0) = c (1.2)
を満たすただひとつの形式的べき級数である．ϕ(x) := ex+y ∈ (R[[y]])[[x]]とおくとき，命
題 1.3.2より，xについての項別微分は
ϕ0(x) = ex+y(x+ y)0 = ex+y = ϕ(x)
となる．よって，ϕ(x)は，c = ϕ(0) = ey に対し，微分方程式 (1.2)を満たすので，
ex+y = exey
が成立する．
問題 1.3.4. (i) eα log(1+x) = (1 + x)αを示せ．
(ii) log(1 + x)(1 + y) = log(1 + x) + log(1 + y)を示せ．
1.4 R-導分・微分形式
A := R[[x]]とおく．
定義 1.4.1. A上のR-線型写像Dが
D(fg) = D(f)g + fD(g) (∀f, g ∈ A)
を満たすとき，AのR-導分という．AのR-導分全体Der(A : R)は，d/dxで生成
されるA-自由加群になる．
Der(A : R)のA-双対加群をΩ1(A : R) と表し，その元を微分形式と呼ぶ．Aの
元 f に対し，微分形式 df を
df : Der(A : R)→ A : D 7→ D(f)
と定義する．このとき，dxは d/dxの双対基底であり，df = f 0(x)dxが成り立つ．
注意 1.4.2. tを xと独立な変数とするとき，R[[x]]から (R[[t]])[[x]]への自然な
埋め込みは，埋め込み
Ω1(A : R)→ Ω1(A[[t]] : R[[t]])
を引き起こす．
定義 1.4.3. ϕ(x)をR[[x]]0の元，ω = f(x)dxをΩ1(A,R)の元とする．ωのϕ(x)
による引き戻しを
ϕ∗ω = f(ϕ(x))dϕ(x)
で定義する．
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1.5 陰関数定理
Rを可換整域，R[[x, y]]を 2変数形式的べき級数環とする．R[[x, y]]の元F (x, y)
に対し，Fx(x, y)，Fy(x, y)で x，yに関する偏微分 (項別微分)を表す．
命題 1.5.1 (形式的陰関数定理). F (x, y)をR[[x, y]]の元とする．このとき，
F (0, 0) = 0，かつ Fy(0, 0) ∈ R∗
が成り立つならば，
F (x,ϕ(x)) = 0
を満たすR[[x]]0の元 ϕ(x)がただひとつ存在する．
[証明] n = 0, 1, 2, . . . に対し，R[[x]]の元 fn(x)を
F (x, y) =
X
n≥0
fn(x)y
n = f0(x) + f1(x)y + f2(x)y
2 + · · · (1.3)
により定める．仮定より，
f0(0) = 0，かつ f1(0) ∈ R∗
である．n = 0, 1, 2, . . . に対し，
gn(x) := −fn(x)/f1(x)
とおく．f1(x) ∈ R[[x]]∗より，gn(x) ∈ R[[x]]である．
F (x, y) = 0の両辺を (1.3)に注意して f1(x)で割ることにより，
y = g0(x) + g2(x)y
2 + g3(x)y
3 + · · · (1.4)
を得る．y = ϕ(x) =
P
n≥1 cnx
nとおいて (1.4)に代入すると，X
n≥1
cnx
n = g0(x) + g2(x)(c
2
1x
2 + 2c1c2x
3 + · · · ) + · · · (1.5)
が成り立つ．(1.5)の両辺を係数比較して，
c1 = g0(x)の 1次の係数
c2 = (g0(x)の 2次の係数) + c
2
1(g1(x)の 1次の係数)
· · ·
cn = g0(x)，. . .，gn−1(x)の係数と c1，. . .，cn−1の式
が成り立つ．よって，帰納的に ϕ(x)がただひとつ定まる．
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命題 1.5.2 (形式的逆関数定理). ϕ(x)をR[[x]]0の元とするとき，以下の 2条件
は同値である．
(i) ϕ(x)は可逆である．
(ii) ϕ0(0)はRの単数である．
[証明] (i)⇒(ii) ϕ(ψ(x)) = xの両辺を xで微分すると，
ϕ0(ψ(x))ψ0(x) = 1
を得る．両辺に x = 0を代入すると，
1 = ϕ0(ψ(0))ψ0(0) = ϕ0(0)ψ0(0)
が成り立つ．よって，(ii)が成立する．
(ii)⇒(i) F (x, y) := x− ϕ(y)とおく．ϕ(0) = 0，ϕ0(0) ∈ R∗より，
F (0, 0) = 0，かつ Fy(0, 0) ∈ R∗
が成立する．よって，命題 1.5.1より，
F (x,ψ(x)) = x− ϕ(ψ(x)) = 0
を満たすR[[x]]0の元 ψ(x)がただひとつ存在する．したがって，(i)が成り立つ．
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第2章 形式群
この章では，形式群や形式群の準同型の定義，諸性質をまとめ，標数 0の体上の
形式群が本質的にひとつであることを示します (定理 2.4.1)．1次元可換形式群を
話題の中心とし，高次元形式群については，2.5節に結果のみをまとめます．
2.1 形式群
定義 2.1.1. R[[x, y]] の元 F (x, y) が以下の 3 条件を満たすとき，F (x, y)はR
上 (1次元可換)形式群であるという．
(i) F (x, y) ≡ x+ y mod deg 2．
(ii) F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z))．
(iii) F (x, y) = F (y, x)．
命題 2.1.2. Rを整域とする．定義 2.1.1において，(ii)，(iii)の仮定の下，(i)は
次の条件 (i)0と同値である．
(i)0 F (x, 0) = x， F (0, y) = y．
[証明] (i)⇒(i)0 ϕ(x) := F (x, 0)とおく．
ϕ(0) = F (0, 0) = 0， ϕ0(0) = Fx(0, 0) = 1
である．よって，命題 1.5.2により，ϕ(x)は可逆である．(ii)の両辺に y = z = 0を代入
すると，
ϕ(ϕ(x)) = F (F (x, 0), 0) = F (x, 0) = ϕ(x)
が成り立つ．よって，ϕ(x) = x，すなわち，(i)0が成立する．
(i)0 ⇒(i) 明らか．
命題 2.1.3. F (x, y)をR上の形式群とする．F (invF (x), x) = F (x, invF (x)) = 0
を満たすR[[x]]0 の元 invF (x) がただひとつ存在する．
問題 2.1.4. 命題 1.5.1を用いて，命題 2.1.3を証明せよ．
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定義 2.1.1において，(i) は群の公理における単位元の存在に，(ii) は結合則に，
(iii) は可換則に対応する．また，命題 2.1.3が逆元の存在に対応する．
例 2.1.5. (i) Gˆa(x, y) := x + y は Z上の形式群である．Gˆa(x, y)は加法群と呼
ばれる．
(ii) Gˆm(x, y) := x+y−xy はZ上の形式群である．Gˆm(x, y)は乗法群と呼ばれ，
(1− x)(1− y) = 1− Gˆm(x, y)
を満たす．
(iii) Ft(x, y) := (x+ y)/(1− xy) = (x+ y)(1 + xy + x2y2 + · · · ) は Z上の形式
群である．Ft(x, y)は
tan(x+ y) = Ft(tan x, tan y) (2.1)
を満たす．
(iv) Fs(x, y) := x
p
1− y2 + y
√
1− x2 はZ[2−1]上の形式群である．Fs(x, y)は
sin(x+ y) = Fs(sin x, sin y) (2.2)
を満たす．さらに，F ∗s (x, y) := F (2x, 2y)/2とおくとき，F
∗
s (x, y)はZ上の形式群
になる1．
注意 2.1.6. ϕをRからR0への環準同型，F (x, y) =
P
aijx
iyjをR上定義され
た形式群とする．このとき，ϕF (x, y) :=
P
ϕ(aij)xiyjはR0上定義された形式群と
なる．
命題 2.1.7. Rを整域とする．R[x, y]の多項式 F (x, y)が形式群ならば，Rの元
cが存在して，
F (x, y) = x+ y + cxy
と書かれる．
[証明] F (x, y) の x についての次数を d とおく．R が整域だから，F (F (x, y), z) =
F (x, F (y, z))の両辺の xについての次数を比較することにより，
d2 = d．
よって，d = 1である．同様に yについても 1次式となる．定義 2.1.1(i)に注意して，F (x, y)
は命題の形になる．
1諏訪紀幸氏の指摘による
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注意 2.1.8. Q(x, y)の有理式 F (x, y)がQ上の形式群ならば，Qの元 c，mが存
在して，
F (x, y) =
x+ y + cxy
1 +mxy
と書かれる (cf. e.g. [4])．
2.2 準同型
F (x, y)，G(x, y)をR上の形式群とする．
定義 2.2.1. R[[x]]0の元 ϕ(x) が
ϕ(F (x, y)) = G(ϕ(x),ϕ(y))
を満たすとき，ϕ(x)をF (x, y)からG(x, y)へのR上の準同型という．さらに，ϕ(x)
が可逆のとき，ϕ(x)を弱同型，ϕ(x) ≡ x mod deg 2 のとき，ϕ(x)を強同型という．
F (x, y)からG(x, y)へのR上の強同型 (resp．弱同型)が存在することを，
F ≈R G (resp. F ∼R G)
と書く．
問題 2.2.2. 関係≈R ，∼Rは，R上の形式群の同値関係になる．このことを示せ．
例 2.2.3. Q ⊂ Rとする．
(i) f(x) := − log(1− x) =
X
n≥1
1
n
xn
は Gˆm(x, y)から Gˆa(x, y)への強同型である．実際，
f(Gˆm(x, y)) = − log(1− Gˆm(x, y)) = − log(1− x)(1− y)
= − log(1− x)− log(1− y) = f(x) + f(y)
= Gˆa(f(x), f(y))
が成り立つ．また，
f−1(x) = 1− e−x =
X
n≥1
(−1)n+1
n!
xn
が，Gˆa(x, y)から Gˆm(x, y)への強同型である．
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(ii) Ft(x, y) := (x + y)/(1 − xy)とする．(2.1)により，tanxは Gˆa(x, y)から
Ft(x, y)への強同型だから，
arctanx =
X
n≥0
(−1)n
2n+ 1
x2n+1
は Ft(x, y)から Gˆa(x, y)への強同型である．
(iii) Fs(x, y) := x
p
1− y2+ y
√
1− x2とする．(2.2)により，sinxは Gˆa(x, y)か
ら Fs(x, y)への強同型だから，
arcsin x =
X
n≥0
µ−1
2
n
¶
(−1)n
2n+ 1
x2n+1
は，Fs(x, y)から Gˆa(x, y)への強同型である．また，
f(x) := tan(arcsinx) =
x√
1− x2
=
X
n≥0
µ−1
2
n
¶
(−1)nx2n+1
は，Fs(x, y)から Ft(x, y)への強同型である．
¡− 1
2
n
¢
∈ Z[2−1] より，f(x)は Z[2−1]
上定義される．
F (x, y)からG(x, y)へのR上の準同型全体をHomR(F,G)とおく．HomR(F,G)
は
(ϕ+ ψ)(x) := G(ϕ(x),ψ(x))
を加法とする加群になる．零元は 0である．EndR(F ) := HomR(F, F ) とおく．加
群EndR(F )は
(ϕ ◦ ψ)(x) := ϕ(ψ(x))
を乗法とする環になる．単位元は xである．
問題 2.2.4. HomR(F,G)が加群であること，EndR(F )が環であること，を示せ．
F (x, y)をR上の形式群とする．環準同型
Z→ EndR(F )
による整数 nの像を [n]F (x)と書く．
[−1]F (x) = invF (x)
が成り立つ．
16
例 2.2.5. [n]Gˆa(x) = nx， [n]Gˆm(x) = 1− (1− x)n である．
命題 2.2.6. R が標数 0 の体のとき，
EndR(Gˆa) = {ax | a ∈ R} (2.3)
である．
[証明] Rの任意の元 aに対し，f(x) = ax が Gˆa(x, y)の自己準同型となることは，定
義より明らかである．逆に，f(x)が Gˆa(x, y)の自己準同型ならば，
f(x+ y) = f(x) + f(y)
が満たされる．この両辺を yで偏微分し，
f 0(x+ y) = f 0(y)
を得る．y = 0 を代入すると，
f 0(x) = f 0(0) ∈ R
を得る．Rの標数は 0だから，f(x) = axと書ける．よって，(2.3) が示された．
定義 2.2.7. F (x, y)を有限体 Fp上の形式群とし，
f(x) := xp
とおく．このとき，f(x)は F (x, y)の自己準同型である．Frobenius p乗自己準同
型と呼ばれる．
問題 2.2.8. 以下を示せ．
(i) rが素数 pのべきでなければ，(x+ y)r − xr − yrは原始多項式である．また，
rが素数 pのべきならば，{(x+ y)r − xr − yr}/pは原始多項式である．
(ii) Rを標数 p > 0の整域とする．
EndR(Gˆa) = {
X
n≥0
anx
pn | an ∈ R}
を示せ．
命題 2.2.9. Rの標数 p > 0の整域とする．ϕ(x)を F (x, y)からG(x, y)へのR
上の準同型とする．このとき，ϕ(x) 6= 0ならば，自然数 hとRの元 a 6= 0が存在
して，
ϕ(x) ≡ axph mod deg ph + 1
が成り立つ．
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[証明] ϕ(x) 6= 0より，自然数 n，Rの元 a 6= 0が存在して，
ϕ(x) ≡ axn mod deg n+ 1
が成り立つ．ϕ(F (x, y)) = G(ϕ(x),ϕ(y))より，
a(x+ y)n ≡ axn + ayn mod deg n+ 1
を得る．Rは整域だから，
(x+ y)n = xn + yn
が成立する．問題 2.2.8(i)より，nは pのべきである．
定義 2.2.10. 命題 2.2.9の hを準同型 ϕ(x)の高さ (height)という．ϕ(x) = 0の
ときは，ϕ(x)の高さを∞と定義する．また，形式群F (x, y)の p倍写像 [p]F (x)の
高さを，F (x, y)の高さという．
例 2.2.11. 例 2.2.5より，[p]Gˆa(x) = px ≡ 0 mod p，[p]Gˆm(x) = xp ≡ 0 mod p
が従う．よって，Gˆa(x, y)，Gˆm(x, y)の高さは，それぞれ，∞，1である．
2.3 不変微分
定義 2.3.1. F (x, y)を R 上の形式群，tを x，y と独立な変数とし，ϕt(x) :=
F (x, t) ∈ (R[[t]])[[x]]とおく．Ω1(R[[x]], R)の元 ωが，Ω1(R[[x, t]], R[[t]])において
ϕ∗tω = ω
を満たすとき，ωを F (x, y)の不変微分という．
F (x, y)をR上の形式群とする．ψ(y) := Fx(0, y)−1とおく．Fx(0, 0) = 1により，
ψ(y) ∈ R[[y]]∗ である．
命題 2.3.2. ωをΩ1(R[[x]], R)の元とする．このとき，以下は同値である．
(i) ωは F (x, y)の不変微分である．
(ii) Rのある元 cに対し，ω = cψ(x)dxと書ける．
[証明] (i)⇒(ii) ω = f(x)dxとおく．ωが F (x, y)の不変微分となるための必要十分条
件は，
f(F (x, t))dF (x, t) = f(x)dx，
f(F (x, t))Fx(x, t)dx = f(x)dx，
f(F (x, t))Fx(x, t) = f(x) (2.4)
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である．両辺に，x = 0を代入して，
f(t)Fx(0, t) = f(0)
を得る．よって，
f(t) = f(0)Fx(0, t)
−1
が成立する．
(ii)⇒(i) F (x, y)は形式群だから，
F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z))
が成り立つ．両辺を xで偏微分すると，
Fx(F (x, y), z)Fx(x, y) = Fx(x, F (y, z))
を得る．x = 0を代入すると，
Fx(y, z)Fx(0, y) = Fx(0, F (y, z))，
Fx(y, z)Fx(0, F (y, z))
−1 = Fx(0, y)−1，
ψ(F (y, z))Fx(y, z) = ψ(y)
を得る．(2.4)式により，(i)が従う．
2.4 標数 0の体上の形式群
定理 2.4.1. Rを標数 0の体，F (x, y)をR上の形式群とする．このとき，F (x, y)
から Gˆa(x, y)への強同型がただひとつ存在する．
[証明] ψ(x)dxを F (x, y)の不変微分とする．
f(x) :=
Z
ψ(x)dx
とおく．ψ(x)dx = f 0(x)dxは F (x, y)の不変微分だから，
f 0(F (x, t))Fx(x, t)dx = f 0(x)dx
が成立する．両辺を xについて積分して，
f(F (x, t)) = f(x) + g(t)， ただし，g(t)は積分定数，
を得る．x = 0を代入すると，
f(t) = g(t)
を得る．よって，
f(F (x, t)) = f(x) + f(t) = Gˆa(f(x), f(t))
が成立する．
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定義 2.4.2. 定理 2.4.1の f(x)を形式群 F (x, y)の変換子という．
F (x, y) = f−1(f(x) + f(y))
が成立する．
例 2.4.3. R = Qとする．例 2.2.3より，Gˆa(x, y)，Gˆm(x, y)の変換子は，それ
ぞれ，x，− log(1− x)である．
命題 2.4.4. Rを標数 0の体，F (x, y)，G(x, y)をR上の形式群，f(x)，g(x)を
それぞれの変換子とする．このとき，次は同値である．
(i) ϕ(x)は F (x, y)からG(x, y)への準同型である．
(ii) Rの元 cが存在し，ϕ(x) = g−1(cf(x))と表される．
(iii) Rの元 cが存在し，ϕ∗(dg) = c df と表される．
[証明] (i)⇐⇒ (ii) ϕ(x)を F (x, y)からG(x, y)への準同型とすると，(g ◦ ϕ ◦ f−1)(x)
は Gˆa(x, y)の自己準同型である．命題 2.2.6により，Rのある元 cがあって，
(g ◦ ϕ ◦ f−1)(x) = cx
が成り立つ．よって，ϕ(x) = g−1(cf(x))が成り立つ．逆に，g−1(cf(x))は F (x, y)から
G(x, y)への準同型である．
(ii)⇐⇒ (iii) ϕ(x) := g−1(cf(x))とおく．
(g ◦ ϕ)(x) = cf(x)
が成り立つ．両辺を xで微分することにより，
ϕ∗(dg) = g0(ϕ(x))ϕ0(x)dx = cf 0(x)dx = df
を得る．逆に，ϕ∗(dg) = c df のとき，両辺を積分して，(g ◦ ϕ)(x) = cf(x)を得る．よっ
て，ϕ(x) = g−1(cf(x))が成り立つ．
F (x, y) = G(x, y)のとき，命題 2.4.4(ii)の自己準同型ϕ(x)を [c]F (x)で表す．R
が標数 0の体のとき，環準同型
R→ EndR(F ) : c 7→ [c]F (x)
は単射になる．
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2.5 付記　高次元形式群
この節では，xを列ベクトル t(x1, . . . , xn)とし，R[[x]] := R[[x1, . . . , xn]]とおく．
定義 2.5.1. R[[x]]nの元 F (x,y) = t(F1(x,y), . . . , Fn(x,y)) が n次元形式群で
あるとは，以下をみたすことをいう．
(i) F (x,y) ≡ x+ y mod deg 2．
(ii) F (F (x,y),z) = F (x, F (y,z))．
(iii) F (x,y) = F (y,x)．
定義 2.5.2. F (x,y)を n次元形式群，G(x,y)をm次元形式群とする．R[[x]]m0
の元 ϕ(x) = t(ϕ1(x), . . . ,ϕm(x))が F (x,y)からG(x,y)への R上の準同型であ
るとは，
ϕ(F (x,y)) = G(ϕ(x),ϕ(y))
をみたすことをいう．また，n = mとし，準同型 ϕ(x)が可逆2のとき弱同型，
ϕ(x) ≡ Inx mod deg 2 ただし，Inは単位行列
をみたすとき強同型という．
命題 2.5.3. ¡
ψij(z)
¢
:=
¡ ∂
∂xj
Fi(0,z)
¢−1
とおくとき，
ωi :=
nX
j=1
ψij(x)dxj (i = 1, . . . , n)
が F の不変微分の基底となる．
命題 2.5.4. Rを標数0の体とする．F (x,y)をR上の形式群とするとき，F (x,y)
から加法群 x+ yへの強同型 f(x)がただひとつ存在する．
注意 2.5.5. 命題 2.5.4の強同型 f(x)を F (x,y)の変換子という．f(x)は，
df(x) =
¡
dfi(x)
¢
=
¡ nX
j=1
ψij(x)dxj
¢
を満たす．
2ϕ(x) ≡ Px mod deg 2を満たす GLn(R)の元 P が存在することと同値である．
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第3章 形式群の本田理論(紹介)
標語的に言うと，p-進整数環上の形式群は，変換子を消す特殊元で決まる，という
のが本田理論です．この事実と Hasseの原理により，代数体の整数環上定義され
た形式群が，ほぼ完全に分類できます．
3章では，形式群の本田理論を概観し，特殊元についての計算例を与えます．そ
の後に，4章で証明について述べたいと思います．なお，簡単の為，説明の中心は
Zp上 1次元形式群の本田理論とし，p-進整数環上の高次元形式群については，結
果のみを，4.5節でまとめます．
3.1 p-進整数環上の形式群
pを素数とする．T を変数とする．Qp[[T ]]の元u =
P
ν≥0 cνT
ν，Qp[[x1, . . . , xn]]0
の元 f(x1, . . . , xn)に対し，
(u ∗ f)(x1, . . . , xn) :=
X
ν≥0
cνf(x
pν
1 , . . . , x
pν
n )
と定義する．
u =
P
ν≥0 cνT
ν , v =
P
μ≥0 dμT
μ のとき，
(u ∗ (v ∗ f))(x) = u ∗
¡X
μ≥0
dμf(x
pμ
1 , . . . , x
pμ
n )
¢
=
X
ν,μ≥0
cνdμf((x
pν
1 )
pμ, . . . , (xp
ν
n )
pμ) = ((uv) ∗ f)(x)
であるから，∗により Zp[[T ]]が Zp[[x]]に左から作用する．
定義 3.1.1. Zp[[T ]]の元 uが特殊元であるとは，
u = p+
X
ν≥1
cνT
ν
と書けることをいう．
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定義 3.1.2. uを特殊元，f(x)をQp[[x]]0の元とする．f(x)が特殊元 uに属する
(type u)とは，
(i) f(x) ≡ x mod deg 2， (ii) u ∗ f ≡ 0 mod p
を満たすことをいう．
本稿においては，Qp上定義された形式群 F (x, y)の変換子 f(x)が特殊元 uに属
することを，単に，F (x, y)は uに属するという．
例 3.1.3. (i) Gˆa(x, y)は特殊元 pに属する．実際，Gˆa(x, y)の変換子はxであり，
p ∗ x = px ≡ 0 mod p
が成立する．
(ii) Gˆm(x, y)は特殊元 p−T に属する．実際，Gˆm(x, y)の変換子は− log(1−x) =P
n≥1 x
n/nであり，
(p− T ) ∗
X
n≥1
1
n
xn = p
X
n≥1
1
n
xn −
X
n≥1
1
n
xnp
= p
¡ X
n≥1
(n,p)=1
1
n
xn +
X
n≥1
1
np
xnp
¢
−
X
n≥1
1
n
xnp
= p
X
n≥1
(n,p)=1
1
n
xn ≡ 0 mod p
が成立する．
問題 3.1.4. 形式群 Ft(x, y) = (x + y)/(1 − xy)が特殊元 p − (−4p )T に属するこ
とを示せ．ただし，(−4
p
)はKronecker symbolとする．
定理 3.1.5. F (x, y)をQp上の形式群とする．このとき，以下は同値である．
(i) F (x, y)はZp上の形式群である．
(ii) F (x, y)はある特殊元に属する．
定理 3.1.6. F (x, y)，G(x, y)を Zp上の形式群とし，f(x)，g(x)をそれぞれの変
換子とする．F (x, y)，G(x, y)が特殊元 u，vに属しているとき，
HomZp(F,G) = {g−1(cf(x)) | c ∈ Zp, vc = tu (∃t ∈ Zp[[T ]])}
が成り立つ．とくに，F ≈Zp Gとなる為の必要十分条件は，v = tuを満たすZp[[T ]]∗
の元 tが存在することである．
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定理 3.1.6により，Zp上の形式群の強同型による分類は，特殊元を同伴類により
分類することと同値である．
p-進Weierstrass予備定理 (命題 4.3.3)より次が従う．
定理 3.1.7. 特殊元の同伴類は，
{p} ∪ ∪h≥1{p+
hX
ν=1
cνT
ν | c1, . . . , ch−1 ∈ pZp, ch ∈ Z∗p}
と 1 : 1に対応する．
hは形式群の高さに対応する．また，次のようにZ[[T ]]の元で代表元を与えるこ
ともできる．
定理 3.1.8. 特殊元の同伴類は，
{p+
X
ν≥1
aνT
ν | aν ∈ Z, 0 ≤ aν < p}
と 1 : 1に対応する．
[証明] u = p+
P
ν≥1 cνT
νを特殊元，t =
P
ν≥0 bνT
νをZp[[T ]]∗の元とする．このとき，
tu = (
X
ν≥0
bνT
ν)(p+
X
ν≥1
cνT
ν) =
X
n≥0
(pbn + c1bn−1 + · · ·+ cnb0)T n
が成立する．よって，与えられた特殊元 uに対し，帰納的に，
an ≡ c1bn−1 + · · ·+ cnb0 mod p， 0 ≤ an < p，
bn = (an − c1bn−1 − · · ·− cnb0)/p
を満たす Zの元 an，Zpの元 bnが一意的に定まり，tuは定理の形になる．
3.2 Z上の形式群
3.1節の定理を用いて，Z上の形式群を分類する．
命題 3.2.1 (Hasseの原理). (i) F (x, y)をQ上の形式群とする．このとき，形
式群F (x, y)がZ上定義されることと，すべての素数 pに対しF (x, y)がZp上定義
されることは同値である．
(ii) F (x, y)，G(x, y)を Z上の形式群とする．このとき，F (x, y)とG(x, y)が Z上
で強同型であることと，すべての素数 pに対しF (x, y)とG(x, y)がZp上で強同型
であることは同値である．
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[証明] (i)は明らか．(ii)を示す．f(x)，g(x)を F (x, y)，G(x, y)の変換子とする．定
理 2.4.1により，F (x, y)から G(x, y)への Q上の強同型はただひとつであり，g−1(f(x))
で与えられる．よって，F (x, y)からG(x, y)へのQp上の強同型も g−1(f(x))で与えられ
る．g−1(f(x))が Z[[x]]の元であることと，すべての pに対し，g−1(f(x))が Zp[[x]]の元
であることとは同値だから，(ii)が成り立つ．
定理 3.2.2. {cpν}p,ν≥0を c0 = 1を満たす整数の数列とする．{an}n≥0を形式的
オイラー積 X
n≥1
an
ns
:=
Y
p
1
1 +
X
ν≥1
cpνp
ν−1−νs
(3.1)
で定義し，
f(x) :=
X
n≥1
an
n
xn， F (x, y) := f−1(f(x) + f(y))
とおく．このとき，任意の素数 pに対し，Qp上の形式群 F (x, y)は，特殊元 p +P
ν≥1 cpνT
νに属する．とくに，F (x, y)は Z上定義される．
[証明]
P
n≥1 ann
−sが Euler積表示を持つので，
amn = aman ((m,n) = 1) (3.2)
が成立する．
P
n≥1 ann
−sの p-factorに着目して，
1 =
µX
μ≥0
apμ
pμs
¶µ
1 +
X
ν≥1
pν−1cpν
pνs
¶
=
X
μ≥0
apμ
pμs
+
X
μ≥0
ν≥1
pν−1apμcpν
p(μ+ν)s
= 1 +
X
κ≥1
µ
apκ
pκs
+
κX
ν≥1
pν−1apκ−ν cpν
pκs
¶
が成立する．ゆえに，
apκ +
κX
ν≥1
pν−1apκ−νcpν = 0 (
∀κ ≥ 1)． (3.3)
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(3.2)と (3.3)を用いると，µ
p+
X
ν≥1
cpνT
ν
¶
∗
X
n≥1
an
n
xn
=
µ
p+
X
ν≥1
cpνT
ν
¶
∗
X
m≥1
(m,p)=1
X
μ≥0
ampμ
mpμ
xmp
μ
=
µ
p+
X
ν≥1
cpνT
ν
¶
∗
X
m≥1
(m,p)=1
µ
am
m
X
μ≥0
apμ
pμ
xmp
μ
¶
∵ (3.2)
=
X
m≥1
(m,p)=1
am
m
µX
μ≥0
papμ
pμ
xmp
μ
+
X
μ≥0
ν≥1
cpνapμ
pμ
(xp
ν
)mp
μ
¶
=
X
m≥1
(m,p)=1
am
m
µX
μ≥0
papμ
pμ
xmp
μ
+
X
μ≥0
ν≥1
pνcpνapμ
pν+μ
xmp
ν+μ
¶
=
X
m≥1
(m,p)=1
am
m
µ
pxm +
X
κ≥1
papκ
pκ
xmp
κ
+
X
κ≥1
κX
ν=1
pνcpνapκ−ν
pκ
xmp
κ
¶
= p
X
m≥1
(m,p)=1
am
m
xm ≡ 0 mod p ∵ (3.3)
が成立する．よって，Qp上の形式群 F (x, y)は特殊元 p+
P
ν≥1 cpνT
ν に属する．
定理 3.1.5，命題 3.2.1より，F (x, y)は Z上の形式群となる．
自然な写像
{形式群/Z}/ ≈
Z
→
Y
p
{形式群/Zp}/ ≈Zp (3.4)
を考える．この写像の単射性がHasseの原理により従い，全射性が定理 3.1.8と定
理 3.2.2から従う．すなわち，写像 (3.4)は全単射である．
また，定理 3.2.2において，0 ≤ cpν < p (∀ν ≥ 1)を満たす形式群が，Z上の形
式群の強同型類の完全代表系となる．
定理 3.2.2において，形式的Dirichlet級数
P
ann
−sがEuler積を持つことは，各
p-factorにZp上の形式群が対応し，F (x, y)がいわばそれらの局所的形式群の直積
として得られた大域的形式群であることを意味する [12, p.210]．
例 3.2.3. (i) Zp 上の乗法群 Gˆm(x, y)は特殊元 p − T に属する．なぜならば，
Gˆm(x, y)の変換子は，
P
xn/nであり，対応するDirichlet級数はRiemann zeta関
数
P
n≥1 n
−sである．Riemann zeta関数は，Euler積表示X
n≥1
1
ns
=
Y
p
1
1− p−s
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を持つので，定理 3.2.2より，Gˆm(x, y)は特殊元 p− T に属する．
(ii) Zp上の形式群 Ft(x, y)は特殊元 p− T に属する．なぜならば，Ft(x, y)の変
換子は，
arctan x =
X
n≥0
(−1)n
2n+ 1
x2n+1 =
X
n≥1
µ−4
n
¶
xn
であり，対応するDirichlet級数はEuler積表示X
n≥1
µ−4
p
¶
1
ns
=
Y
p
1
1− (−4
p
)p−s
を持つので，定理 3.2.2より，Ft(x, y)は特殊元 p− (−4p )T に属する．
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第4章 形式群の本田理論(証明)
この章では，本田理論の証明について述べます．引き続きZp上の 1次元形式群に
限定して話をすすめます．p進整数環上の高次元形式群の本田理論を考える場合，
4.1節は仮定無しに一般化できる命題，4.2節は pが不分岐な場合に一般化できる
命題，4.3節は pが不分岐かつ 1次元形式群という条件下で一般化できる命題です．
また，4.4節の命題は次章での議論で必要になります．
4.1 特殊元に属する形式群
命題 4.1.1. pを素数とし，ν ≥ 0，m ≥ 1とする．このとき，
p−ν(X + pY )mp
ν ≡ p−νXmpν mod p
が成り立つ．さらに，
n−1(X + pY )n ≡ n−1Xn mod p
が成立する．
[証明] 1 m = 1の場合を示す．
p−ν(X + pY )p
ν ≡ p−νXpν mod p
が成り立つための必要十分条件は，2項定理により，µ
pν
j
¶
pj−ν ≡ 0 mod p (1 ≤ j ≤ pν)
である．
µ
pν
j
¶
pj−ν =
pj(pν − 1) · · · (pν − j + 1)
j!
より，
ordp(j!) < j (1 ≤ j ≤ pν)
を示せば十分である．
ordp(j!) =
jX
k=1
ordp(k) =
X
t≥1
t× ]{k | 1 ≤ k ≤ j, ordp(k) = t} = 1°
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である．[j/pt] = ]{k | 1 ≤ k ≤ j, ordp(k) ≥ t}，p ≥ 2より，
1° =
X
t≥1
t×
µ∙
j
pt
¸
−
∙
j
pt+1
¸¶
=
X
t≥1
∙
j
pt
¸
<
X
t≥1
j
pt
=
j
p− 1 ≤ j
を得る．
2 m ≥ 1の場合を示す．
p−ν(X + pY )mp
ν
= p−ν{(X + pY )m}pν = 2°
である．(X + pY )m ≡ Xm mod p だから， 1 により，
2° ≡ p−ν(Xm)pν ≡ p−νXmpν mod p
が成立する．
3 命題の後半は，n = mpν (m, p) = 1と書けることより成立する．
注意 4.1.2. 命題 4.1.1は，
X, Y ∈ Zp[[x1, . . . , xn]]，
X,Y ∈ Zp[[x1, . . . , xn]]/(x1, . . . , xn)r
でも成立する．
命題 4.1.3. uを特殊元とする．u−1p = 1 +
P
ν≥1 bνT
ν とおくとき，
pνbν ∈ Zp (∀ν ≥ 1)
が成立する．
[証明] u := p+
P
ν≥1 aνT
ν とおく．uu−1p = pより，¡
p+
X
ν≥1
aνT
ν¢¡1 +X
ν≥1
bνT
ν¢ = p
が成り立つ．T に pT を代入して，¡
p+
X
ν≥1
pνaνT
ν¢¡1 +X
ν≥1
pνbνT
ν¢ = p
を得る．両辺を pで割ることにより，¡
1 +
X
ν≥1
pν−1aνT ν
¢¡
1 +
X
ν≥1
pνbνT
ν¢ = 1
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を得る．1 +
P
ν≥1 p
ν−1aνT ν ∈ Zp[[T ]]∗ より，
1 +
X
ν≥1
pνbνT
ν ∈ Zp[[T ]]∗
が成立する．とくに，
pνbν ∈ Zp (∀ν ≥ 1)
が従う．
命題 4.1.4. u，v を特殊元とする．h(x) := u−1p ∗ xとおき，ψ(x1, . . . , xn)を
Zp[[x1, . . . , xn]]0の元とする．pψ ≡ 0 mod deg r, mod pなる r ≥ 2が存在するな
らば，
v ∗ (h ◦ ψ) ≡ (v ∗ h) ◦ ψ mod deg r, mod p
が成立する．
[証明] 1 u−1p =
P
ν≥0 bνT
ν (b1 = 1)とおく．
h(x) = u−1p ∗ x =
X
ν≥0
bνT
ν ∗ x =
X
ν≥0
bνx
pν
である．v =
P
ν≥0 aνT
ν とおく．
v ∗ (h ◦ ψ) =
X
ν≥0
aνT
ν ∗
X
μ≥0
bμ{ψ(x1, . . . , xn)}pμ
=
X
ν,μ
aνbμ{ψ(xp
ν
1 , . . . , x
pν
n )}p
μ
=
X
ν,μ
aν(p
μbμ)p
−μ{ψ(xpν1 , . . . , xp
ν
n )}p
μ
が成立する．一方，
v ∗ h =
X
ν,μ
aνbμx
pμ+ν，
(v ∗ h) ◦ ψ =
X
ν,μ
aνbμ{ψ(x1, . . . , xn)}pμ+ν
=
X
ν,μ
aνp
μbμp
−μ{ψ(x1, . . . , xn)}pμ+ν
が成立する．よって，
p−μ{ψ(xpν1 , . . . , xp
ν
n )}p
μ ≡ p−μ{ψ(x1, . . . , xn)}pμ+ν mod p (4.1)
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を示せば十分である．
2 μ = 0の場合を示す．
ν = 0のときは (4.1)は明らかに成立するので，ν ≥ 1と仮定する．
ψ の total degreeが r 以上の項の和と r 未満の項の和を，それぞれ，ψ0，ψ1 とおく．
ψ = ψ0 + ψ1 である．仮定 pψ ≡ 0 mod deg r, mod pより，ψ0 ∈ Zp[[x1, . . . , xn]]．
従って，
ψ0(x
pν
1 , . . . , x
pν
n ) ≡ {ψ0(x1, . . . , xn)}p
ν
mod p， (4.2)
ψ(xp
ν
1 , . . . , x
pν
n )− ψ0(xp
ν
1 , . . . , x
pν
n ) = ψ1(x
pν
1 , . . . , x
pν
n ) ≡ 0 mod deg rpν
が成立する．また，ψ(0) = ψ0(0) = 0より，
{ψ(x1, . . . , xn)}pν − {ψ0(x1, . . . , xn)}pν =
pνX
j=1
µ
pν
j
¶
ψp
ν−j
0 ψ
j
1 ≡ 0 mod deg r + 1
が成立する．よって，(4.2)より，
ψ(xp
ν
1 , . . . , x
pν
n ) ≡ {ψ(x1, . . . , xn)}p
ν
mod deg r + 1, mod p
が成り立つ．
3 μ > 0の場合を示す．
ν = 0のときは (4.1)は明らかに成立するので，ν ≥ 1と仮定する．
命題 4.1.1と 2 により，
p−μ{ψ(xpν1 , . . . , xp
ν
n )}p
μ ≡ p−μ{ψ(x1, . . . , xn)}pμ+ν mod deg r + 1, mod p
が成り立つ．
命題 4.1.5. f(x)，g(x)をQp[[x]]0の元とする．f(x)，g(x)が特殊元 uに属する
ならば，(f−1 ◦ g)(x)はZp[[x]]の元である．
[証明] 1 h(x) := u−1p ∗ xとおく．
u ∗ h(x) = u ∗ (u−1p ∗ x) = p ∗ x = px
に注意する．
2 f(x) = h(x)と仮定する．
p(h−1 ◦ g)(x) ≡ 0 mod deg r, mod p (∀r ≥ 2) (4.3)
を rに関する帰納法で示す．
(i) r = 2のとき
p(h−1 ◦ g)(x) ≡ px ≡ 0 mod deg 2, mod p
が成立する．
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(ii) r = kのとき (4.3)が成立すると仮定する．命題 4.1.4により，
p(h−1 ◦ g) = (u ∗ h) ◦ (h−1 ◦ g)
≡ u ∗ (h ◦ h−1 ◦ g) mod deg k + 1, mod p
≡ u ∗ g ≡ 0 mod deg k + 1, mod p
が成立する．
(iii) (i)，(ii)より，(4.3)は任意の rに対し成立する．よって，p(h−1 ◦ g) ≡ 0 mod pと
なり，h−1 ◦ g ∈ Zp[[x]]が示された．
3 f(x) 6= h(x)のとき， 2 により，
f−1 ◦ g = (h−1 ◦ f)−1 ◦ (h−1 ◦ g) ∈ Zp[[x]]
が従う．
命題 4.1.6. Qp上の形式群F (x, y)が特殊元 uに属するならば，F (x, y)はZp上
の形式群である．
[証明] 1 H(x, y) = h−1(h(x) + h(y))，h(x) = u−1p ∗ xとおく．このとき，H(x, y)
は特殊元 uに属する．帰納法により，
pH(x, y) ≡ 0 mod deg r, mod p (∀r ≥ 2) (4.4)
を示す．
(i) r = 2のとき，
pH(x, y) ≡ p(x+ y) ≡ 0 mod deg 2, mod p
が成立する．
(ii) r = kのとき，(4.4)が成り立つと仮定する．
pH(x, y) = (u ∗ h) ◦ h−1(h(x) + h(y))
≡ u ∗ {h ◦ h−1(h(x) + h(y))} mod deg k + 1, mod p (∵命題 4.1.4)
≡ u ∗ h(x) + u ∗ h(y) mod deg k + 1, mod p
≡ 0 mod deg k + 1, mod p (∵ h(x)は特殊元 uに属する)
が成立する．
(iii) (i)，(ii)よりすべての rに対し，(4.4)が成立する．
2 命題 4.1.4より，ϕ(x) := (h−1 ◦ f)(x)は Zp[[x]]の元である．ϕ(x)は F (x, y)から
H(x, y)への Zp上の強同型であるから，
F (x, y) = ϕ−1(H(ϕ(x),ϕ(y))) ∈ Zp[[x, y]]
が成り立つ．
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命題 4.1.7. f(x)をQp[[x]]0の元とする．f(x)が特殊元 uに属するならば，
{v ∈ Zp[[T ]] | v ∗ f ≡ 0 mod p} = (u)
である．ただし，(u)は uで生成される Zp[[T ]]のイデアルとする．
[証明] 1 (左辺) ⊃ (右辺)を示す．
v = tuのとき，
v ∗ f = tu ∗ f = t ∗ (u ∗ f) ≡ 0 mod p (∵ f(x)は特殊元 uに属する)
が成り立つ．
2 (左辺) ⊂ (右辺)を示す．
h(x) := u−1p ∗ x，ϕ(x) := (h−1 ◦ f)(x) ∈ Zp[[x]]とおく．
(i) v ∗ f ≡ 0 mod pならば v ∗ h ≡ 0 mod pを示す．
(v ∗ h) ◦ ϕ ≡ v ∗ (h ◦ ϕ) mod p (∵ ϕ(x) ∈ Zp[[x]]，命題 4.1.4)
≡ v ∗ (h ◦ ϕ) mod p
が成立する．ゆえに，
v ∗ h = (v ∗ h) ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ≡ 0 mod p (∵ ϕ−1(x) ∈ Zp[[x]])
が成り立つ．
(ii) v ∗ h ≡ 0 mod pならば，t ∈ Zp[[T ]]が存在して，v = tuを示す．
vu−1p =
P
ν≥0 aνT
ν とおく．
v ∗ h = v ∗ (u−1p ∗ x) =
X
ν≥0
aνT
ν ∗ x =
X
ν≥0
aνx
pν
が成り立つ．v ∗ h ≡ 0 mod pより，
aν ≡ 0 mod p (∀ν ≥ 0)
を得る．よって，t = vu−1とおくとき，
t =
1
p
X
ν≥0
aνT
ν ∈ Zp[[T ]]
が成り立つ．
命題 4.1.8. Qp上の形式群 F (x, y)，G(x, y)が，それぞれ，特殊元 u，vに属す
ると仮定する．f(x)，g(x)を F (x, y)，G(x, y)の変換子とするとき，
HomZp(F,G) = {g−1(cf(x)) | vc = tu (∃t ∈ Zp[[T ]])}
が成り立つ．
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[証明] f(x) := u−1p∗x，g(x) := v−1p∗xと仮定してよい．ϕ(x) := g−1(cf(x))とおく．
1 ϕ(x) ∈ HomZp(F,G)ならば，vc = tuを示す．
vc ∗ f = v ∗ cf = v ∗ (g ◦ ϕ)
= (v ∗ g) ◦ ϕ (∵ ϕ(x) ∈ Zp[[x]]，命題 4.1.4)
≡ 0 mod p (∵ g(x)は特殊元 vに属する)
が成り立つ．ゆえに，命題 4.1.7より，Zp[[T ]]の元 tが存在して，vc = tu を得る．
2 vc = tuならば，ϕ ∈ HomZp(F,G)を示す．
pϕ ≡ 0 mod deg r, mod p (∀r ≥ 2) (4.5)
を rに関する帰納法で示せば十分である．
(i) r = 2のとき，
pϕ ≡ pcx ≡ 0 mod deg 2, mod p
が成立する．
(ii) r = kのとき，(4.5)が成立すると仮定する．
pϕ ≡ (v ∗ g) ◦ ϕ
≡ v ∗ (g ◦ ϕ) mod deg k + 1, mod p (∵命題 4.1.4)
≡ v ∗ cf ≡ vc ∗ f ≡ tu ∗ f mod deg k + 1, mod p
≡ t ∗ u ∗ f ≡ 0 mod deg k + 1, mod p (∵ f(x)は特殊元 uに属する)
が成立する．
(iii) (i)，(ii)より，(4.5)はすべての rに対し成立する．
4.2 Zp上の形式群と特殊元
命題 4.2.1. F (x, y)をQp上定義された形式群とする．F (x, y)がZp上定義され
るならば，ある特殊元 uが存在し，F (x, y)は特殊元 uに属する．
[証明] f(x) =
P
n≥1 anx
n/n を F (x, y)の変換子とする．任意の μ ≥ 0に対し，Zpの
元 c0，. . .，cμが存在し，
μX
ν=0
cνf(x
pν ) ≡ 0 mod deg pμ + 1, mod p (4.6)
が成立することを μに関する帰納法で証明する．
(i) μ = 0のとき，
pf(x) ≡ px ≡ 0 mod deg 2, mod p
より，c0 = pとして，(4.6)が成立する．
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(ii) μ = kに対し，(4.6)が成立すると仮定する．このとき，n ≥ pμ + 1に対し，Qpの
元 bnが存在し，
kX
ν=0
cνf(x
pν ) ≡
X
n≥pk+1
bnx
n mod p (4.7)
が成り立つ．ここで，bn ∈ pZp (∀n ≥ pk + 1)ならば，ck+1 = 0ととり，(4.6)が成り立
つ．bn /∈ pZpとなる n ≥ pk + 1が存在すると仮定する．(4.7)の xに F (x, y)を代入し，
kX
ν=0
cνf(F (x, y)
pν ) ≡
X
n≥pk+1
bnF (x, y)
n mod p (4.8)
を得る．ここで，F (x, y)は Zp[[x, y]]の元だから，
F (x, y)p
ν ≡ F (xpν , ypν ) mod p
が成立する．命題 4.1.1より，
an
n
F (x, y)np
ν ≡ an
n
F (xp
ν
, yp
ν
)n mod p
を得る．両辺の nについての和をとって，
f(F (x, y)p
ν
) ≡ f(F (xpν , ypν )) mod p
を得る．よって，(4.8)より，
kX
ν=0
cνf(F (x
pν , yp
ν
)) ≡
X
n≥pk+1
bnF (x, y)
n mod p，
kX
ν=0
cν{f(xpν ) + f(ypν ))} ≡
X
n≥pk+1
bnF (x, y)
n mod p (4.9)
が成立する．(4.9)に y = 0を代入することにより，
kX
ν=0
cνf(x
pν ) ≡
X
n≥pk+1
bnx
n mod p (∵ F (x, 0) = x)
が成立する．同様にして
kX
ν=0
cνf(y
pν ) ≡
X
n≥pk+1
bny
n mod p
を得る．これら 2式の左辺の和が (4.9)の左辺であることに注意して，X
n≥pk+1
bn{F (x, y)n − xn − yn} ≡ 0 mod p (4.10)
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を得る．nを bn /∈ pZpとなる最小の nとする．(4.10)の total degreeが nの項に着目して，
bn{(x+ y)n − xn − yn} ≡ 0 mod p
が成り立つ．よって，問題2.2.8(i)により，nはpのべき，かつ，pbn ∈ pZpである．n ≥ pk+1
より，n ≥ pk+1となるので，ゆえに，
pbpk+1 ∈ pZp ，すなわち，bpk+1 ∈ Zp
を得る．よって，(4.8)より，
kX
ν=0
cνf(x
pν )− bpk+1xp
k+1 ≡
kX
ν=0
cνf(x
pν )− bpk+1f(xp
k+1
) ≡ 0 mod deg pk+1 + 1, mod p
が成り立つ．よって，μ = k + 1に対して，(4.6)が成立する．
(iii) (i)，(ii)より，すべての μに対し，(4.6)が成立する．
以上により，u = p+
P
μ≥1 cμT
μに対し，F (x, y)が特殊元 uに属することが示された．
4.3 特殊元の同伴類
命題 4.3.1. f :=
Ph
n=0 anT
n (a0, . . . , ah−1 ∈ pZp, ah ∈ Z∗p) とする．このと
き，Zp[[T ]]の任意の元 gに対し，ただ 1組Zp[[T ]]の元 q，h− 1次以下のZp[T ]の
元 r が存在し，g = qf + rが成立する．
[証明] 1 q，rの存在を示す．
まず，f の最高次の係数 ahは単数だから，Zp[[T ]]∗の元 uが存在し，
f ≡ T hu mod p
が成り立つ．
任意の自然数 nに対し，{qj}nj=1，{rj}nj=1が存在し，
g ≡ qjf + rj mod pj (1 ≤ j ≤ n)， (4.11)
qj ≡ qj−1 mod pj (2 ≤ j ≤ n)，
rj ≡ rj−1 mod pj (2 ≤ j ≤ n)，
deg(rj) ≤ h− 1 (1 ≤ j ≤ n)
を満たすことを nに関する帰納法で示す．
(i) n = 1のとき，gの次数 h− 1次以下の項の和を r1とおき，
q1 :=
g − r1
uT h
∈ Zp[[T ]]
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とおく．このとき，
g − r1 = q1uT h ≡ q1f mod p
を得る．よって，n = 1に対し，(4.11)が示された．
(ii) n = kに対し，(4.11)が成立すると仮定する．
qk+1 = qk + p
ka，rk+1 = rk + p
kb
とおく．このとき，次式は同値である．
g ≡ qk+1f + rk+1 mod pk+1
g ≡ (qk + pka)f + (rk + pkb) mod pk+1
g − qkf − rk
pk
≡ af + b mod p (4.12)
(i)と同様にして，(4.12)を満たすZp[[T ]]の元 a，次数 h− 1次以下の多項式 bが存在する
ので，n = k + 1に対し，(4.11)が成立する．
(iii) (i)，(ii)より，任意の nに対して (4.11)成立する．q := lim qj，r := lim rj とおく
ことにより，q，rの存在が示された．
2 q，rの一意性を示す．
g = 0のとき，q = r = 0
を示せば十分である．
0 = qf + rと仮定する．このとき，f ≡ 0 mod deg h, mod pより，
r ≡ 0 mod deg h, mod p
である．deg r ≤ h− 1より，
r ≡ 0 mod p
が成り立つ．0 = qf + r ≡ qT hu mod p，u ∈ Zp[[T ]]∗より，
q ≡ 0 mod p
を得る．ゆえに，
r
p
,
q
p
∈ Zp[[T ]]，
q
p
f +
r
p
= 0
を得る．この議論を繰り返して，すべての nに対し，
r ≡ 0 mod pn， q ≡ 0 mod pn
が成立する．ゆえに，
r = 0， q = 0
となる．
定義 4.3.2. Zp[T ]のh次の元 gがdistinguished多項式であるとは，monic，か
つ g ≡ T h mod pを満たすことをいう．
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命題 4.3.3 (Weierstrass 予備定理). f =
P
n≥0 anT
nをZp[[T ]]の元とし，h :=
min{n | an ∈ Z∗p} < +∞と仮定する．このとき，Zp[[T ]]∗の元 uと distinguished
多項式 gがただ 1組存在し，
f = ug
を満たす．
[証明] 命題 4.3.1より，q ∈ Zp[[T ]]，h− 1次以下の多項式 r ∈ Zp[T ]がただ 1組存在し，
qf = T h + r (4.13)
を満たす．g := T h+ rとおく．gは h次，monicである．また，f ≡ 0 mod deg h, mod p
より，r ≡ 0 mod pである．よって，
g ≡ T h mod p
となり，gは distinguishedである．(4.13)式の h次の項に着目すると，
q(0)ah ≡ 1 mod p
を得る．ah ∈ Z∗pより，q(0) ∈ Z∗p である．ゆえに，q ∈ Zp[[T ]]∗ となる．u := q−1とおく
ことにより，命題が成立する．
命題 4.3.4. 特殊元の同伴類は，
{p} ∪ ∪h≥1{p+
hX
ν=1
cνT
ν | c1, . . . , ch−1 ∈ pZp, ch ∈ Z∗p} (4.14)
の元と 1 : 1に対応する．
[証明] u := p+
P
ν≥1 aνT
ν を特殊元とする．h := min{aν | aν ∈ Z∗p}とおく．h = +∞
を仮定すると，u(0)/p = 1より，up−1 ∈ Zp[[T ]]∗ が成立する．また，h < +∞のとき，命
題 4.3.3により，Zp[[T ]]∗の元 ε，h次の distinguished多項式 vが存在し，u = εv を満た
す．u(0) = pより，ε(0)vは (4.14)の右辺の形の特殊元となる．
4.4 Fs(x, y)の属する特殊元
命題 4.4.1. Qp[[x]]0の元 f(x)が特殊元 uに属すると仮定する．このとき，
f−1(px) ≡ 0 mod p
が成立する．
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[証明] f(x) = h(x) = u−1p ∗ xの場合に示せば十分である．命題 4.1.3により，
h(x) =
X
ν≥0
aν
pν
xp
ν
(∃aν ∈ Zp)
とおける．ϕ(x) := h−1(px)とおく．
ϕ(x) ≡ 0 mod deg r, mod p (∀r ≥ 2) (4.15)
を rに関する帰納法で示す．
(i) r = 2のとき，
ϕ(x) ≡ px mod deg 2
より，(4.15)が成立する．
(ii) r = kのとき，(4.15)が成立すると仮定する．ϕ0(x)，ϕ1(x)を，それぞれ，ϕ(x)の
次数 k − 1以下の項の和，次数 k以上の項の和とおく．仮定より，
ϕ0(x) ≡ 0 mod p
を得る．h ◦ ϕ(x) = pxより，
ϕ0 + ϕ1 +
X
ν≥1
aν
pν
(ϕ0 + ϕ1)p
ν
= px
を得る．ϕ1 ≡ 0 mod deg kより，
ϕ0 + ϕ1 +
X
ν≥1
aν
pν
ϕp
ν
0 ≡ px mod deg k + 1 (4.16)
を得る．ϕ0 ≡ 0 mod p より，
ϕp
ν
0
pν
≡ 0 mod p
を得る．よって，(4.16)より，
ϕ = ϕ0 + ϕ1 ≡ 0 mod deg k + 1, mod p
が成り立つ．
(iii) (i)，(ii)より，(4.15)は任意の r ≥ 2で成立する．
命題 4.4.2. Qp[[x]]0の元 f(x)が特殊元uに属すると仮定する．ψ1(x)をQp[[x]]0
の元，ψ2(x)を Zp[[x]]の元とする．このとき，次は同値である．
(i) (f ◦ ψ1)(x) ≡ (f ◦ ψ2)(x) mod p．
(ii) ψ1(x) ≡ ψ2(x) mod p．
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[証明] (ii)⇒(i) ψ1(x) ≡ ψ2(x) mod p，ψ2(x) ∈ Zp[[x]]より，ψ1(x) ∈ Zp[[x]]である．
h(x) := u−1p ∗ xとおく．命題 4.1.3により，h(x) =P(aν/pν)xpν (a0 = 1, aν ∈ Zp)と
おける．ϕ(x) := (h−1 ◦ f)(x)とおく．命題 4.1.7により，ϕ(x) ∈ Zp[[x]]である．よって，
(ϕ ◦ ψ1)(x) ≡ (ϕ ◦ ψ2)(x) mod p
が成り立つ．命題 4.1.1により，
aν
pν
(ϕ ◦ ψ1)p
ν ≡ aν
pν
(ϕ ◦ ψ2)p
ν
mod p
を得る．両辺の νについての和をとって，
h ◦ ϕ ◦ ψ1 ≡ h ◦ ϕ ◦ ψ2 mod p
を得る．ゆえに，
f ◦ ψ1 ≡ f ◦ ψ2 mod p
が成立する．
(i)⇒(ii) pλ(x) := f−1(f ◦ ψ1(x) − f ◦ ψ2(x))とおく．f(x)は特殊元 uに属し，f ◦
ψ1(x)− f ◦ψ2(x) ≡ 0 mod pだから，命題 4.4.1により，λ(x)はZp[[x]]の元である．f(x)
は特殊元 uに属するので，F (x, y) := f−1(f(x) + f(y)) ∈ Zp[[x, y]]．よって，
ψ1(x) = F (ψ2(x), pλ(x)) ≡ F (ψ2(x), 0) ≡ ψ2(x) mod p (∵ ψ2(x) ∈ Zp[[x]])
が成り立つ．
例 4.4.3. p 6= 2とする．Zp上の形式群 Fs(x, y) := x
p
1− y2 + y
√
1− x2 は特
殊元 p− (−1
p
)T に属する．なぜならば，Fs(sin x, sin y) = sin(x+ y)より，
[p]F (sin x) = sin px
が成立する．一方，
cos px+ i sin px = (cosx+ i sinx)p ≡ cosp x+ ip sinp x mod p
である．従って，
sin px ≡ ip−1 sinp x mod p
である．ゆえに，
[p]F (x) ≡ (−1)
p−1
2 xp mod p
が成り立つ．Fs(x, y)の変換子を f(x)とおくと，
f−1(pf(x)) ≡ (−1) p−12 xp mod p
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が成り立つ．命題4.2.1より，f(x)はある特殊元に属するので，命題 4.4.2を用いて，
pf(x) ≡ f((−1) p−12 xp) mod p
を得る．f(−x) = −f(x)に注意して，
pf(x)− (−1) p−12 f(xp) ≡ 0 mod p
が成り立つ．よって，Fs(x, y)は特殊元 p− (−1p )T に属する．
4.5 付記　p-進整数環上の高次元形式群
Kを標数 0の離散付値体，OをKの整数環，pをOの極大整数環，πを素元と
する．剰余体O/pの標数 pは正であると仮定する．さらに，あるKの自己同型 σ
と pのべき qが存在し，
σα ≡ αq mod p (∀α ∈ O)
が成り立つと仮定する．Kσ[[T ]] (resp．Oσ[[T ]])を加群K[[T ]] (resp．O[[T ]])に乗
法を
Tα = σαT (∀α ∈ K (resp. ∀α ∈ O))
により定義した非可換環とする．
Mn(Kσ[[T ]])×K[[x]]n0 → K[[x]]n0 : (
X
cνT
ν , f(x)) 7→
X
cν
σνf(xq
ν
)
により，作用 ∗を定義する．
定義 4.5.1. u =
P
ν≥0 cνT
ν ∈ Mn(Oσ[[T ]]) が特殊元であるとは，c0 = πInを
満たすことと定義する，また，f(x) ∈ K[[x]]n0 が特殊元 uに属するとは，f(x) ≡
x mod deg 2，u ∗ f(x) ≡ 0 mod p を満たすことと定義する．
この定義の下，定理 3.1.5，3.1.6，3.1.8，3.2.2は高次元化できる．また，4.1節
は仮定無しに一般化できる命題，4.2節は pが不分岐な場合に一般化できる命題，
4.3節は pが不分岐かつ 1次元形式群という条件下で一般化できる命題である．
p-進整数環上の形式群の本田理論の計算例として，次の命題を示す．
命題 4.5.2. q = p，かつ pは不分岐であると仮定する．λがO∗の元であるとき，
O上の形式群 x+ y − λxyは特殊元 p− σλλ−1T に属する．
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[証明] 定理 2.4.1(証明)により，x+ y − λxyの変換子 f(x)は，
f(x) =
Z
dx
1− λx =
X
n≥1
λn−1
n
xn
となる．
(p− σλλ−1T ) ∗ f = p
X
n≥1
λn−1
n
xn − σλλ−1
X
n≥1
σλn−1
n
xnp
≡
X
n≥1
λnp−1
n
xnp − σλλ−1
X
n≥1
σλn−1
n
xnp mod p
≡
X
n≥1
λnp − σλn
λn
xnp mod p (4.17)
が成立する．ここで，q = p，σはフロベニウス写像だから，
λp ≡ σλ mod p
を得る．また，pは不分岐だから，命題 4.1.1(の一般化)が適用でき，
λnp
n
≡
σλn
n
mod p
が成り立つ．よって，λ ∈ O∗と (4.17)より，
(p− σλλ−1T ) ∗ f ≡ 0 mod p
が従う．
注意 4.5.3. λを pの元とする．ordp(p) < pならば，x+ y − λxyは特殊元 πに
属する．すなわち，x+ y − λxyは Gˆa(x, y)と強同型である．実際，n = mpν，た
だし，ν ≥ 0，(m, p) = 1とおくとき，
ordp
µ
π
λnp−1
np
¶
> 1 + pν+1 − 1− (ν + 1)p ≥ 0
が成り立つので，
π ∗ f = π
X
n≥1
λn−1
n
xn ≡ π
X
n≥1
λnp−1
np
xnp ≡ 0 mod p
である．
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第5章 形式群の本田理論(応用)
この章では，本田理論の応用例を 3つ述べます．
5.1 平方剰余の相互法則
この節では，平方剰余の相互法則を証明します．証明は，本田 [11]によるもの
で，形式群を用います．
qを奇素数，ζ = ζq を 1の原始 q乗根とする．χ(n) = (nq )を Legendre symbol
とし，
S :=
q−1X
n=1
χ(n)ζn : Gauss和
とおく．このとき，
S2 = χ(−1)q =: q∗，
q−1X
n=1
χ(n)ζnm = χ(m)S
が成立する (cf. e.g. [14])．
k := Q(
√
q∗)，Okをその整数環とし，hσi = Gal(k/Q)おく．
g(x) :=
X
n≥1
χ(n)
xn
n
， G(x, y) := g−1(g(x) + g(y))
とおく．定理 3.2.2により，G(x, y)は Z上の形式群である．また，
H(x, y) := x+ y + Sxy
とおく．H(x, y) は Ok 上の形式群である．命題 2.3.2，定理 2.4.1(証明) により，
H(x, y)の不変微分，変換子 h(x)は，それぞれ，
dx
1 + Sx
， h(x) =
X
n≥1
(−S)n−1
n
xn
で与えられる．
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命題 5.1.1. G(x, y)とH(x, y)はOk上で強同型である．
[証明]
P (x) :=
Y
1≤a≤q−1,χ(a)=1
(1− ζax), Q(x) :=
Y
1≤b≤q−1,χ(b)=−1
(1− ζbx)
とおく．
P (x), Q(x) ∈ Ok[x]， σP = Q，σQ = P (5.1)
が成立する．
ϕ(x) :=
Q(x)− P (x)
SP (x)
とおく．ϕ(x)がG(x, y)からH(x, y)へのOk上の強同型であることを示す．
(5.1)より，
σ(Q(x)− P (x)) = −(P (x)−Q(x))
が成立する．S = ±√q∗より，
Q(x)− P (x)
S
∈ Z[x]
が成立する．P (x) ∈ Ok[[x]]∗より，
ϕ(x) ∈ Ok[[x]] (5.2)
が成り立つ．さらに，
ϕ(x) ≡ −
P
ζbx+
P
ζax
S
≡
P
χ(n)ζnx
S
≡ x mod deg 2 (5.3)
が成立する．また，
ϕ0(x) =
Q
SP
µ
log
Q
P
¶0
=
Q
SP
µX
b
−ζb
1− ζbx −
X
a
−ζa
1− ζax
¶
=
Q
SP
q−1X
n=1
χ(n)ζn
1− ζnx =
Q
SP
q−1X
n=1
X
m≥1
χ(n)ζnζn(m−1)xm−1
=
Q
SP
X
m≥1
q−1X
n=1
χ(n)ζnmxm−1 =
Q
P
X
m≥1
χ(m)xm−1
だから，
dϕ
1 + Sϕ
=
Q
P
P
χ(m)xm−1dx
1 + SQ−PSP
=
X
m≥1
χ(m)xm−1dx
を得る．よって，命題 2.4.4(iii)により，ϕはG(x, y)からH(x, y)への準同型である．
以上により，ϕ(x)は形式群G(x, y)からH(x, y)へのOk上の強同型であることが示さ
れた．
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系 5.1.2 (平方剰余の相互法則). 任意の奇素数 pに対し，µ
p
q
¶
=
µ
q∗
p
¶
が成り立つ．
[証明] g(x) = (h ◦ ϕ)(x)より，X
m≥1
χ(m)
m
xm =
X
m≥1
(−S)m−1ϕ
m
m
である．よって，
p
pX
m=1
χ(m)
m
xm = p
pX
m=1
(−S)m−1ϕ
m
m
mod deg p+ 1, mod p
となる．m < pでmは pと素だから，
χ(p)xp ≡ (q∗) p−12 xp mod deg p+ 1, mod p
が成立する．よって，Eulerの規準より，µ
p
q
¶
=
µ
q∗
p
¶
が成り立つ．
注意 5.1.3. 平方剰余の相互法則と p-進整数環上の本田理論を用いると，命題
5.1.1は次の様に証明できる．
pを素数，pを pの上にある kの素イデアルとし，OpをOk の p-進完備化，σp
を pに対するフロベニウス自己準同型とおく．pが不分岐ならば，命題 4.5.2によ
り，Op上の形式群H(x, y)は特殊元 p − σpSS−1T = p − ( q∗p )T に属する．平方剰
余の相互法則を用いてまとめると，H(x, y)は特殊元 p−χ(p)T に属する．よって，
G(x, y)とOp上で強同型である．
また，pが分岐のときには，注意 4.5.3により，H(x, y)は特殊元 πに属する．た
だし，πは pの素元である．一方，G(x, y)の変換子 g(x)の xn係数は nが pの倍数
であるとき 0となるので，G(x, y)も特殊元πに属する．よって，G(x, y)とH(x, y)
はOp上で強同型となる．
以上により，G(x, y)とH(x, y)はOk上で強同型となることが示された．
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5.2 楕円曲線の形式群
この節では，Q上定義された楕円曲線の形式群に関する本田 [10]の結果を紹介
します．本田氏は最初，本田 [9]において supersingular primeに関する仮定の下で
結果を得ていましたが，[10]において仮定を外しています．
本田の定理は，Deninger-Nartにより実数乗法を持つGL2-typeの abel多様体の
場合に高次元化され，さらに筆者により building blockの場合に定義体に関しても
一般化されています．この節の後半で，筆者の結果を，1次元 building block，す
なわち，Q-曲線に限定して説明します．
kをQ上のGalois拡大とし，Eを k上定義された虚数乗法を持たない楕円曲線
とする．
定義 5.2.1. 楕円曲線Eが，k上定義されたQ-曲線であるとは，GQの任意の元
σに対し，k上定義された σEからEへの零射でない同種写像が存在することをい
う．1
Q上の楕円曲線はQ-曲線である．
EをOk係数のWeierstrassモデル
E : Y 2 + A1XY + A3Y = X
3 + A2X
2 + A4X + A6 (5.4)
で定義された楕円曲線とする．不変微分 ωE := dX/(2Y + A1X + A3)を
ωE =
X
bnz
n−1dz， z := −X
Y
と零点における局所変数 zで展開する．このとき，
b1 = 1， bn ∈ Ok (∀n ≥ 1)
が成立する．
f(x) =
X
n≥1
bn
n
xn， Eˆ(x, y) := f−1(f(x) + f(y))
とおくとき，Eˆ(x, y)はOk上の形式群になる．
1正確には Q-curve completely defined over kといいます．
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k = Qとし，Eは Z上の極小モデルであると仮定する．
L(E/Q, s) =
Y
p
1
1− app−s + εpp1−2s
=
X
n≥1
an
ns
をE上の l-進表現に付随する L-関数とする．このとき，
a1 = 1， an ∈ Z (∀n ≥ 1)
が lのとり方によらず成立し，pがEのgood primeかbad primeかに応じて，εp = 1
または εp = 0 となる．
g(x) :=
X
n≥1
an
n
xn， Lˆ(x, y) := g−1(g(x) + g(y))
とおく．
定理 5.2.2 (本田 [10]). Lˆ(x, y)はZ上定義された形式群である．また，Lˆ(x, y)
と Eˆ(x, y)は Z上強同型である．
[証明] 命題 3.2.2より，Qp上の形式群 Lˆ(x, y)は特殊元 p − apT + εpT 2に属する．と
くに，Lˆ(x, y)は Z上定義される．
pが good primeであるとき，Eの pを法とする reduction上の Frobeniusの自己準同型
πpが
p− apπp + π2p = 0
を満たすので，
f−1(pf(x)− apf(xp) + f(xp
2
)) ≡ 0 mod p
が成り立つ．さらに，命題 4.4.2により，
pf(x)− apf(xp) + f(xp
2
) ≡ 0 mod p
を得る．よって，Zp上の形式群 Eˆ(x, y)は特殊元 p− apT + T 2に属する．
pが bad primeであるとき，reductionの型に応じて，
Eˆ mod p ∼=Fp Gˆa (p: additive)，
Eˆ mod p ∼=Fp Gˆm (p: split multiplicative)，
Eˆ mod p ÀFp Gˆm，Eˆ mod p ∼=Fp2 Gˆm (p: non split multiplicative)
が成立する．これより，Zp上の形式群 Eˆ(x, y)は，それぞれ，特殊元 p，p− T，p+ T に
属する．ap，εpの定義より，pが bad primeのとき，Eˆ(x, y)は特殊元 p− apT + εpT 2に
属する．
以上により，任意の pに対し，Zp上の形式群 Lˆ(x, y)と Eˆ(x, y) は同じ特殊元 p−apT +
εpT 2に属する．よって，命題が成立する．
(p− apT + εpT 2) ∗ f(x) ≡ 0 mod p の xpの項に着目して次を得る．
49
系 5.2.3. 任意の素数 pに対し，ap ≡ bp mod p が成立する．
注意 5.2.4. Hasse-Weilの不等式 : |ap| ≤ 2√pより，p ≥ 17ならば，
ap = bp の pを法とする絶対値最小の剰余
が成り立つ．
注意 5.2.5. ϕ(x)を Lˆ(x, y)から Eˆ(x, y)へのZ上の強同型とする．このとき，命
題 2.4.4(iii)により，
ϕ∗
µX
n≥1
bnz
n−1dz
¶
=
X
n≥1
anz
n−1dz
が成り立つ．
次に筆者による本田の定理の一般化を紹介する．kをQ上の有限次 abel拡大と
する．簡単のため，EのWeierstrass modelはOk上極小であると仮定する．
c(σ, τ) := φσσφτφ−1στ (
∀σ, τ ∈ GQ)
とおく．cはQ∗に値を持つ 2-cocycleとなる．2-cocycle cは symmetricであると仮
定する．このとき，GQからQ∗への写像 βが存在し，
c(σ, τ) = β(σ)β(τ)β(στ)−1
が成り立つ．F := Q(β)をQに β(σ)の値をすべて添加した体とする．d := [F : Q]
とおく．このとき，Pyle [19]により，次を満たすGL2-typeの abel多様体Aと，A
からBdへの零射でない同種写像 κが存在し，
EndQ(A) ∼= F，
A
β(σ)−−−→ A⏐⏐yσκ ⏐⏐yκ
σBd
Q
φσ−−−→ Bd
を満たす．L(A/Q, s) =
P
n≥1 ann
−sを λ-進表現の L-関数とする．anは λのとり
方によらず，
a1 = 1, an ∈ OF (∀n ≥ 1)
が成立する．
自然数 nに対し，Gal(k/Q)の元 σnを，nが素数 pのときにはFrobenius自己同
型で，nが合成数のときには関係式 σn1n2 = σn1σn2 により定義する．このとき，
anβ(σn) ∈ Z
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が成立する．
ϕ ∈ Homk(σE,E)に対し，
ϕ∗ωE = α(ϕ)σωE
により，α(ϕ) ∈ kを定義する．
以上の記号の準備の下，Q-曲線Eの L-関数を
L(E/k, s) :=
X
n≥1
anβ(σn)
deg φσ
α(φσn)n
−s
により定義する．L(E/k, s)は φσ，β，Aのとり方によらず k-係数となる．このと
き，判別式Dk，Eの bad prime，deg φσにより定まる kの素イデアルの有限集合
Sが存在2 して，以下が成立する．
定理 5.2.6 (S. [21]). Lˆ(x, y)はOK,S 定義された形式群となる．また，Lˆ(x, y)
と Eˆ(x, y)とはOk,S上強同型である．ただし，OK,Sは S-整数のなす環である．
5.3 Kummer合同式
大西-安田により，Bernoulli数やHurwitz数のKummer合同式が一般化されまし
た (定理 5.3.4)．定理の証明には，形式群が用いられています．この節では，形式群
に付随するあるHurwitz級数のKummer合同式について，Snyderの結果，Bernoulli
数のKummer合同式，大西-安田の結果の順に，簡単に述べたいと思います．この
節の内容，とくに命題の証明の方針は，大西 [18]に従っています．
Zphhxii :=
½ X
n≥0
an
n!
xn
¯¯¯¯
an ∈ Zp
¾
とおく．ZphhxiiはQp[[x]] の部分環になり，Zphhxiiの元をHurwitz整級数と呼ぶ．
ex，log(1− x)，tanx，sin x 等はすべてHurwitz整級数となる．また，Hurwitz整
級数 h(x)が可逆であるとき，h−1(x)もHurwitz整級数となる．
F (x, y)を Zp上の形式群，z = f(x) =
P
n≥1 anx
n/nを F (x, y)の変換子，x =
f−1(z) =
P
n≥1 bnx
n/n!とおく．
2判別式 Dk，E の bad prime，deg φσ を割る素イデアルとその Q上共役な素イデアルをすべ
て含むようにとればよい．
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命題 5.3.1 (Snyder[23]). 自然数 rと n，ただし n ≥ r，について，
rX
j=0
(−1)r−j
µ
r
j
¶
ar−jp bn+j(p−1) ≡ 0 mod prZp
が成り立つ．
[証明] 1
dpz
dxp
+ ap
µ
dz
dx
¶p
≡ 0 mod p を示す．
F (x, y)は Zp上の形式群だから，定理 3.1.5により，特殊元 p+
P
ν≥1 cνT
ν が存在し，
pf(x) +
X
ν≥1
cνf(x
pν ) = pψ(x) (∃ψ(x) ∈ Zp[[x]])
が成り立つ．両辺を微分して，
pf 0(x) +
X
ν≥1
cνf
0(xp
ν
)pνxp
ν−1 = pψ0(x)
となる．pで割って，
f 0(x) +
X
ν≥1
cνf
0(xp
ν
)pν−1xp
ν−1 = ψ0(x)，
f 0(x) + c1f 0(xp)xp−1 ≡ ψ0(x) mod p
を得る．両辺を (p− 1)回微分して，
f (p)(x) + c1f
0(xp)(p− 1)! ≡ ψ(p)(x) mod p
が成立する．c1 ≡ −ap mod p，(p− 1)! ≡ −1 mod p，f 0(x) ∈ Zp[[x]]，ψ(p)(x) ≡ 0 mod p
より，
f (p)(x) + ap(f
0(x))p ≡ ψ(p)(x) mod p
が成立する．
2
d
dz
が Zp[[x]]上の Zp-導分であることを示す．
dx
dz
=
µ
dz
dx
¶−1
，
dz
dx
∈ Zp[[x]]，
dz
dx
(0) = 1より，
dz
dx
∈ Zp[[x]]∗．
3 任意の ϕ(x) ∈ Zp[[x]]に対し，
dpϕ
dzp
− ap
dϕ
dz
∈ pZp[[x]]を示す．
Rを標数 pの可換環，DをR上の導分とする．このとき，
Hochschildの公式 : (bD)p = bpDp + ((bD)p−1(b)) ·D (∀b ∈ R)
が成立する (cf. e.g. [17] p.240)．この公式を用いる．
0 ≡
µ
d
dx
¶p
ϕ mod p
≡
µ
dz
dx
d
dz
¶p
ϕ mod p
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に対し，b =
dz
dx
，D =
d
dz
とおいて，Hochschildの公式に代入すると，
0 ≡
µ
dz
dx
¶p dpϕ
dzp
+
µ
dz
dx
d
dz
¶p−1 dz
dx
· dϕ
dz
≡
µ
dz
dx
¶p dpϕ
dzp
+
dpz
dxp
dϕ
dz
mod p
を得る．ゆえに，
dpϕ
dzp
+
µ
dz
dx
¶−p dpz
dxp
dϕ
dz
≡ 0 mod p
が成り立つ．よって， 1 より，
dpϕ
dzp
− ap
dϕ
dz
≡ 0 mod p
が成立する．
4 Ωp :=
dp
dzp
− ap
d
dz
とおく．このとき， 3 より，
Ωrp(x) ∈ prZp[[x]] ⊂ prZphhzii，
Ωrp(x) = Ω
r
p
µX
n≥1
bn
n!
zn
¶
=
X
n≥r
µ rX
j=0
(−1)r−j
µ
r
j
¶
ar−jp bn+j(p−1)
¶
zn−r
(n− r)!
が成り立つ．したがって，命題 5.3.1が成立する．
例 5.3.2. Ft(x, y) := (x+ y)/(1− xy)とおく．このとき，Ft(x, y)の変換子は
z = arctan x =
X
n≥0
(−1)n
2n+ 1
x2n+1
であり，
x = tan z =
X
n≥1
(−1)n−122n(22n − 1)B2n
2n
z2n−1
(2n− 1)!， ただし，B2nはBernoulli数，
が成立する．だから，命題 5.3.1により (−1)n−122n(22n − 1)B2n/2nに関する合同
式が得られる．
命題 5.3.3 (Kummer合同式). pを奇素数とする．自然数 rと n，ただし 2n−
2 ≥ r，について，(p− 1) - 2nのとき，
rX
j=0
(−1)r−j
µ
r
j
¶
B2n+j(p−1)
2n+ j(p− 1) ≡ 0 mod p
が成り立つ．
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[証明] Fs(x, y) := x
p
1− y2+ y
√
1− x2とおく．Fs(x, y)はZ[2−1]上の形式群となる．
また，Fs(x, y)/Zpは特殊元 p− (−1)
p−1
2 T に属する．このとき，Fs(x, y)の変換子は
z = f(x) =
X
n≥1
an
n
xn = arcsinx
である．
ζ ∈ Zpを 1の原始 (p− 1)-乗根とする．このとき，
sin(ζ arcsin(x)) = f−1(ζf(x)) = [ζ]Fs(x) ∈ EndZp(Fs)．
よって，
1
sin2 z
− ζ
2
sin2(ζz)
=
1
x2
− ζ
2
ζ2x2 + · · · =
1
x2
− 1
x2
(1 + · · · ) ∈ Zp[[x]] ⊂ Zphhzii．
γp := (−1)
p−1
2 2p−1，Ωp :=
dp
dzp
− γp
d
dz
とおく．γp ≡ ap mod pに注意する．命題 5.3.1
の証明 3 により，
Ωrp
µ
1
sin2 z
− ζ
2
sin2(ζz)
¶
∈ prZp[[x]] ⊂ prZphhzii (5.5)
が成り立つ．一方，
1
sin2 z
− ζ
2
sin2(ζz)
=
X
n≥1
(−1)n−122nB2n
2n
z2n−2
(2n− 2)! −
X
n≥1
(−1)n−122nB2n
2n
ζ2nz2n−2
(2n− 2)!
=
X
n≥1
(−1)n−122n(1− ζ2n)B2n
2n
z2n−2
(2n− 2)! ∈ Zphhzii．
よって，(5.5)より，
rX
j=0
(−1)r−j
µ
r
j
¶
γr−jp (−1)n−1+j
p−1
2 22n+j(p−1)(1−ζ2n+j(p−1)) B2n+j(p−1)
2n+ j(p− 1) ≡ 0 mod p
rZp，
(−1)n−1+r p−12 22n+r(p−1)(1− ζ2n)
rX
j=0
(−1)r−j
µ
r
j
¶
B2n+j(p−1)
2n+ j(p− 1) ≡ 0 mod p
rZp，
ただし，2n− 2 ≥ r，を得る．(p− 1) - 2nのとき，1− ζ2n 6= 0だから，
rX
j=0
(−1)r−j
µ
r
j
¶
B2n+j(p−1)
2n+ j(p− 1) ≡ 0 mod p
rZp (2n− 2 ≥ r)
が成立する．
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Cを
C : v2 = u2g+1 − 1
で定義された種数 gのQ上の超楕円曲線とする．無限遠点における局所変数 zを
dz = ug−1
du
2v
を満たすようにとる．このとき，u，vの Laurant展開は
u =
1
z2
+
X
n≥2
(4g+2)|n
Cn
n
zn−2
(n− 2)!， v =
−1
z2g+1
+
X
n≥2
(4g+2)|n
Dn
n
zn−2
(n− 2)!
とおける．
定理 5.3.4 (Oˆnishi-Yasuda). 素数 p ≡ 1 mod (2g + 1)と自然数 rと n，ただ
し (4g + 2)n− 2 ≥ r，について，(p− 1) - (4g + 2)nならば，
rX
j=0
µ
r
j
¶
(−Ap)r−j · C(4g+2)n+j(p−1)
(4g + 2)n+ j(p− 1) ≡ 0 mod p
rZp，
rX
j=0
µ
r
j
¶
(−Ap)r−j · D(4g+2)n+j(p−1)
(4g + 2)n+ j(p− 1) ≡ 0 mod p
rZp
が成り立つ．ただし，
Ap = (−1)(p−1)/(4g+2) ·
µ
(p− 1)/2
(p− 1)/(4g + 2)
¶
．
証明は
x =
1√
u
= z + · · ·
の逆関数を z = f(x)とおくとき，f(x)を変換子とする形式群F (x, y)がZp上定義
されることを示した後，命題 5.3.3と同様にしてなされる．
とくに，g = 0のとき，u =
1
sin2 z
，v = − cot z，x = sin zとなり，定理 5.3.4は
命題 5.3.3の一般化である．
また，超楕円曲線 v2 = u2g+1 − uの場合にも同様の合同式が得られている．
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